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PREFAZIONE 



Le poche pagine che seguono hanno uno scopo solo, 
quello di richiamare alla memoria, senza troppa per- 
dita di tempo, quelle nozioni di calcolo integrale, che 
spesse volte si rendono necessarie nella pratica, e che 
solo con una certa pazienza si rinvengono nei più vo- 
luminosi trattati sullo stesso argomento. 

Ho supposto, naturalmente, la conoscenza perfetta del 
calcolo differenziale ed ho cercato di essere il più chiaro 
possibile, anche a rischio di poter sembrare qualche 
volta prolisso. 



PABTE PRIMA 
Teoria 



1. Il calcolo integrale ha per iscopo di trovare una funzione 
quando se ne conosce il differenziale : in altre parole, data, ad es., 
una funzione f(x\ col calcolo integrale si cerca quella funzione 
che ha per differenziale f(x)dx. 

La funzione che ha per differenziale f{x)dx si dice l'integrale 
di f(x)dx: se <p(a?) è l'integrale di f(x)dx, ciò si esprime 
scrivendo 

$f(x)dx = q>(x). 

Per definizione si ha 

dy(x) = d l f(x)dx = f(x) dx , 

Sdq>(x) = q>(x); 

dunque i segni d e J si distruggono mutuamente. 
Ricordiamo che se è 

dq>(x) = f(x)dx, 

è anche, per e costante arbitraria 

d\ q>(x)-\-c \ = f(x)dx\ 

dunque un differenziale dato ammette infiniti integrali, i quali 
tutti differiscono fra loro per una costante, dunque l'integrale 
generale di f(x)dx è cp(#) + c > dove e, come abbiamo detto, è 
una costante arbitraria. 
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Dei fattori costanti che stanno sotto il segno integrale. 

2. Sia u = f(x), è facile riconoscere che (per a costante) 

J dau = au , a J du = au , 

dunque 

J dau = a$du. 

Ma è 

dau = adu , 
quindi 

J dau = l adu =.a\du, 

il che significa che i fattori costanti che stanno sotto il segno j 
si possono senz'altro portare fuori di esso. 

Integrazione immediata di talune funzioni semplici 
di una sola variabile. 

3. Abbiamo dal calcolo differenziale 

d(x-{-c) = dx, 

sarà dunque 

\dx = \d{x-\- e) = x + c. 

Analogamente, poiché 

d(x n + l + e) ={n 4- ì)x n dx , 



ossia 



n + 1 



sarà 
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dove c i è sempre una costante arbitraria, come la era e (e quindi 
si può rimpiazzare anche con e). 
Dalla relazione 

d(e*-{-c) = e'dx 
si ricava 

ledx = \d(f + c) = e* + e. 
Cosi da 

d (a* + e) = a*l . adx , 
ossia 

l.a 
si ha 

J J l.a l.a] ' l.a l.a 

Poiché 

d{l.x + c) = %, 

sarà 

[*?L = [d(l.x-\- C)=:l.X + C- 

E cosi essendo 

d(senx + e) = cosxdx , 
sarà 

J cosxdx = J d($enx + e) = sena? + c 5 

e d(cos# + e) = — sen a?d# , 

sarà 

J — senapa? = J d(cosa? + e) = coso? + e , 

ossia 

J sensata? = — cosa? — e = — cosa? + e . 

Essendo 

rf(tang* + c) = -S- f 
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sarà 

J -£^ = J d(tang« -f e) = tango? + e ; 

6 d(cotanga; + c)=-^, 

sarà 

j- = [ d(cotanga? + e) = cotanga? -f e , 



f (te 

— 5- = — cotanga? — e = — cotanga? + e . (*) 

Analogamente, poiché 

d(8ec* + c) = 3J<to, 
sarà 

i?2*£ da; = ^(seca? + e) = seca? + e ; 

J COS tU J 

e rf(coseca? + c) = — -^f-cUc 9 

86XÌ X 

sarà 

r_ co^^ = |d(coseca? + c) = coseca? + c, 

ossia 

^os* ax __ — coseca? — c — — coseca? + e. 

J seira? ' 

Dalle formule 
d (are sen a? -f e) = , , ri(arccosa? + c) = - 



j/l-** v ' Vl-x* ' 



(•) Avvertiamo che f — f(x)dx*=* — $f(x)dx f perchè ( — 1) è co- 
stante. 



— li- 
si ricava 



I — ==- = J ri(arc seno? + e) = are seno? + e , 
J vi — x* 

I = J d(arc coso? + e) = are coso? + e , 



I . = — are cosce — e = — are cosa? + e ; 

dunque 

I ., = are seno? 4- e = — are cosa? + e , 

J Vi -a* ^ 

relazione che si riconoscerà esatta quando si pensi che e è una 
costante arbitraria, e che, per essere 

are sena? + are cosa? = -^ , 

le quantità are sena?, — are cosa? differiscono appunto per una 
costante. 
Dalle formule 

d(arctanga? + c)=j-4^ , d(arccotanga? + c) = — rrrt 
si ricava 

j fxrs = I # (are tanga? + c) = are tanga? + e , 

f — t , t = J d(arc cotanga? + e) = are cotanga? + e ; 
ossia 

J rrj = — are cotanga? — e = are cotanga? + e , 
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dunque 

f dx 

J 1 4- a?» ~ arc t* 11 ^ + c = — are cotango? + e , 

dove le due quantità are tango?, — arc cotango? differiscono per 
una costante e e è una costante arbitraria. 
Finalmente dalle formule 

d(arc seca? + e) = t dx , rf(arc cosec x + e) = , *** 

si ricava 

f dx 

! , = J rf(arc seco? -f- c) = arc seco? + e , 

! ^ ,= J d(arc coseco? + e) = arc cosec x +c , 

j x y x —— i 



ossia 



f <fa? i 

I — . = — arc coseco? — e = — arc coseco? + e , 

dunque 

— . = arc seco? + e = — arc coseco? + e , 

JxV^ — l 

dove, come al solito, le due quantità arc seco?, — arc cosec o? 
differiscono per una costante e e è una costante arbitraria. 

Integrazione di una somma di funzioni della medesima 

variabile indipendente. 

Integrazione per scomposizione. 

4. Se u, v, z sono funzioni della stessa variabile indipendente, 
si ha 

d \ (u -f v + z) + c\ = du + dv + dz ; 
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dunque 

l(du + dv-\- dz) = ld)(u + v + z) + c\ = (u + V'\-z) + c. 

Ma è anche 

$du + ldv+ldz = {u+c l ) + (v + c i ) + (z + c 3 )=(u+v+z)+c f 

dunque 

J (du -f- dv + te) = J du + J dv + J dz , 

il che significa che l'integrale di una somma di funzioni della 
medesima variabile indipendente è eguale alla somma degli in- 
tegrali delle funzioni date. 

Di qui un metodo d'integrazione che diremo per scomposizione, 
e che viene illustrato dall'esempio seguente. 

Esempio. — Sia da calcolare 

3 

J (6a'a; 3 + 3&»lV — coso?) dx , 



avremo 



3 

\ (6a* x* + 3&« Vx* — cos x) dx = 

3 

= J 6a*x 9 dx + J 3b % Va?dx — J cosxdx = 

3 

= 6a 8 J x 3 dx + 3& 8 J Vx*dx — ^ cosxdx = 
= 6a*^ + 2b l ^Vx* — senx + c = 



B^^ , 9, 3 



= £«*# 4 + t&* ^ — sena? + c - 



Integrazione per parti o per fattori. 

5. Se u, v sono due funzioni della medesima variabile indi- 
pendente x, si ha 

duv = udv + vdu , 



— u — 

dunque 

J {udv + vdu) = J udv + J t?dw = J rfwi? = wt? , 

ossia 

\udv = uv — \vdu. 

Di qui un metodo di integrazione che diremo per parti o meglio 
per fattori e che viene illustrato dagli esempi che seguono. 

Esempio i°. — Sia da calcolare J x sena; dx. 
Poniamo ' 

x = u , v = cosa? , 

ossia 

dv = — senxdx , senxdx = — dv , 

sarà 

$xaenxdx = J u(— dv) = \—udv = — J wdt? = — uv + J vdu = 
= — a? cosa? + J cosa?da? = — a?cosa? + sena? -f- e . 

Esempio 2°. — Sia da calcolare \l.xdx. 
Poniamo 

l.x = u, x — v, 

da cui 

dx = dv, 

sarà 

J / . a? da? = J wdt; = wt; — J ftfu = xl.x — J a?d / . a? = 

= a? J . a? — J a? — = xl.x — \dx = xl.x — a? + e = 

= a?(/.a?— i) + c. 

Esempio 3°. — Sia da calcolare Ja?cos(aa?)da?. 
Poniamo 

x = u, aen(ax) = v , 

da cui 

rft? = cos (oa?) d (ax) = acos(aa?)da? , 
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ossia 

cos (ax)dx = — , 

a 

allora 

$xco$(ax)dx = $u — = -ludv = -\uv — lvdu { = 

=- j x sen (ax) — J sen (ax)dx | . 

Ma è 

d cos (ax) = — sen (ax) d (ax) = — a sen (<2<r)d# » 

ossia 

sen (ax) dx = v ' ; 

dunque avremo 

Jsen(aa;)^=J-^^ = -ijdcos(a^) = 

= cos {ax) + e ; 

dunque 

J a?cos(aa?) dx = — \x sen (a#) — J sen (ax)dx l = 

= — < a? sen(a&) H — cos (ax) > + c = s — : H « + c « 

Esempio 4°. — Sia da calcolare J #? sen (ax) dx. 

Poniamo 

a? = u , cos (a#) = v , 

da cui 



sen (ax)dx = , 



avremo 



= 1 «i? •— J wft* } = j#cos(<2#) — Jcos(a#)da;J . 
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Ricordiamo che è 



allora 



d$en{ax) = cos(ax)d(ax) = acos(ax)dx, 
cos(ax)dx = dBen a {ax) , 

^xsen(ax)dx = -^\xcos(ax)-i^^\ = 
= 1 #cos (ax) dsen(ax) | = 

= J a?cos (ax) sen(ax) { + e = 

xcoBJax) , se n (oa?) , 

a ' a* ' 

Esempio 5°. — Sia da calcolare \x % cos(ax)dx. 
Poniamo x* = u , sen(a.z?) = v , da cui 

cos (ax) dx = — , 
allora 

I tf'cos^a?) do? = u— = — wtìft; = — J ut? — vdu j = 
= — #*sen (ao?) — sen (a#) dx 9 j = 
= — j #'sen (a#) — f 2#sen (aa?) da? 1 = 
= — j # 2 sen (aa?) — 2 f a? sen (ax) dx 1 = 
==(v.esempio4°)Aja^^ 

x^seniax) • 2a?cos( aa?) 2gen(aa?) , 

a ' a 1 a 3 
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Integrazione per sostituzione. 

6. Sia una funzione f{x), poniamo x = q>(t), sarà 

dx = q>'(t)dt O, 

ossia 

f(x)dx = f[<p(t)]q>'(t)dt, 

da cui 

lf(x)(kc = lf[<v{t)\<v'{t)dt. 

Può darsi che il secondo integrale sia calcolabile direttamente, 
allora, calcolando questo integrale e sostituendo poi a t il suo 
valore in funzione di x, si viene ad avere [f{x)dx. In ciò con- 
siste il metodo d'integrazione per sostituzione, che verremo illu- 
strando con opportuni esempì. 

Esempio i°. — Sia da calcolare Jsen*a?cosa?da?. 
Ricordiamo che d&nx = emxdx, allora 

J sen'a? cosxdx = J sen*xdsenx. 
Poniamo sena? = s (**), da cui dsenx = dz, allora 

J senta cosxdx = J senta* sena? = f z*dz = — -f e = ^^ + e. 

Esempio 2°. — Sia da calcolare $acQs(ax)dx. 
Poniamo ax = z, da cui d(ax) = adx = dz, allora 

J a cos(a#)da? = J cossds = sens + e = sen(a#) + e. 

f 3«* 
Esempio 3°. — Sia da calcolare » , ^ d#. 



(*) <p'(*) indica la derivata prima di <p(f). 

(••) L'equazione sena? = 3 corrisponde all'altra a? = are sena, che e 
la a: = <p(0 precedente. 

Acqdabqju, Cakofo intégrale. 2 
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Poniamo a*-\-x? = z, da cui dz = d(a*-\-x*) = 3x*dx, allora 

Esempio 4*. — Sia da calcolare J 2ax(x*—a*)dx. 
Poniamo x*—a* = z, da cui dz = d{a?—a*) — 2xdx, allora 

J2aa?0r*— a t )dx = jazdz=ajzdz = a^ + c = ^^^^c. 

Esempio 5°. — Sia da calcolare \ , x x . 
Poniamo a?* + a* = j/ £ , da cui 

d(# f + a') = 2#da? = dy % =s2ydy, 
ossia xdx = ydy 9 avremo 

= ±\/x* + a* +c. 

f dx 

Esempio 6°. — Sia da calcolare I , , , . 
Poniamo x = ay, da cui dx = day = ady 9 allora 

f dx f ady f ady f dy _1_ f dy 

JiTF?-J a « + a y — J a t( 1 + f ^-J a(1+ ^— a J 1+y t- 

== — are tang y + e = — are tang ( — j -f- e . 

Esempio 7\ — Sia da calcolare I — *** . 

J xyx* — a % 

Poniamo x = ay, da cui dx = d(ay)=^ady 9 allora 
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f adx f a*dy f ady f ady 

J a? V5 r =? — Jayl/ay-a ,— Jy Va f (y* -1)"" J ayV^l^ 

= I — , y = are sec y + e = are sec (— ì 4- e. 

Esempio 8°. — Sia da calcolare | . 
Poniamo a? = l — y, da cui dx = — dy, allora 

f dy _ f — dy __ ( dy _ 

J l/ar-x 1 Jj/2(l-y)-(l-y)» J j/2-2y-l + 2y-y* 

= — I y = are cos y + e = are cos (1 — x) + e . 
J V^l — y* 

Integrazione per serie. 

7. Sia dato il differenziale f{x)dx e supponiamo che si possa 
sviluppare f(x) in una serie convergente secondo Maclaurin, 
supponiamo cioè che sia 

f(x) = f(0) + xnO) + ^f»{0) + 1 -^r , (0) + ... 

dove /*(()), /"(0), f"'(0),... sono, rispettivamente, i valori che 
assumono le derivate prima, seconda, terza,... di f(x), quando 
in esse si faccia x = 0. 
Allora 

f(a?)<to=f(0)^+#r(0)^+ 

e quindi 

lf(x)dx = 

J [f(0) dx + xf'(0)dx + ^ f» (0)dx + j-|^ f" (0)<to + ...] = 



= jf(0) <to+ \xr(0)dx + Jj^T (0)*» + j-g-fXW» + ... = 
= c +A0)^+A0)f +H0) r ^ i +r(0) r ^ 7i +... 



Esempio 1". — Sia da calcolare f j- 



<te 



l + * 
Abbiamo 

—L- = 1 — a? + #* — # 3 + . . . 

che è una serie convergente per valori di x compresi fra + 1 
e — 1, allora, poiché 

rto) = i, r(o) = -i, r # (0) = 2, r(o) = -e,... 

sarà 

f I f 5 = C + *-J + ^-J + ... aB :I.(i+*) + C. 

Esempio 2°. — Sia da calcolare Jf4~- 8 - 
Abbiamo 

1 = i^#*-f#*— a? 6 + ---. 



l + *' 



che è una serie convergente per valori di x compresi fra+i 
e — 1, allora, poiché 

f(0) = i, r(0) = f''(0) = r(0) = . .. = <>, 

/*'(0) = -2, f*(0) = 24,..., 

sarà 
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Integrazione delle frazioni razionali. 
8. Sia da calcolare f F l, f* , dove F{x), f(x) sono funzioni 

J f[x) 

algebriche intiere di x, ed V(x) è di grado superiore ad f{x). 
Si divida F(x) per f(x) fino ad ottenere un resto <p(tf) di grado 
inferiore ad f(x). Sia Q il quoziente ottenuto, allora potremo 
scrivere 






da cui 



ossia 



Essendo Q una fuzione algebrica intiera di a? si potrà calco- 
lare il valore di [Qdx colle regole già esposte, e rimarrà da 

calcolare [ *K > dove q>(x) è di grado inferiore ad f{x). 

Sia m il grado dell'equazione f(x) = e si cerchino le sue 
m radici a, 6, e, . . . , m, sarà T(a) = /*(&) = . . . = f(m) = 0. 
Poniamo 

n "I <pW A i B , , M 

L J f(x) x — a^x — b^^'^x — m' 

dove A, B,...,M sono quantità costanti, che si possono deter- 
minare pensando che dalla [lj si ha 

; w =A^L+B^+... +a ^. 

e quindi, per 

x — a b m A — 2& B — -2®- u — *^' 

x — a, o,...,m, A.— f{a) , ì5— f(i y..., M_ r(m) 
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Allora dalla [1] si ricava 

f{x) x — a x — b ' a? — m 

da cui 
Ora, poiché d(x — a) = dx, possiamo scrivere 

J a? — a J x — a v ' 

Analogamente 

JA = M*- & > + c J^ = M*-m) + c, 

dunque 

J f(a;) Jx—a ' Ja? — 6 ' J x — m 

= Al.(x — a) + Bl.(x — b) + ...+ Ml.(x — m) + c. 
Illustriamo il processo con qualche esempio. 

Esempio 1°. — Sia da calcolare f I|nM^. 

Allora f\x) = x t — x — 2, l'equazione a?* — a? — 2 = ha 
per radici a = 2, & = — 1; f(x) =2x — 1 , dunque 

f(a) = 3, r(&)=-3; q>(x) = 3-2x, 

da cui 

<p(a)= — 1 , <p(&)=^5 ; 



allora 



A -/"(«) -~ 3 • a -f(b)- 3' 



Finalmente 

Esempio 2*. — Sia da calcolare J ,_ a . 

Allora f(at)=zm* — a?', l'equazione m* — ^'=0 ha per ra- 
dici a = m, b= — m; f'(x)=: — 2x y dunque 

f(a)=-2m, f'(b) = 2m; <p{x) = l, 

ed anche 

<p(a) = cp(&) = l, 

cioè 
dunque 

=i|f.(«+m)-*.(*-*)ì+fl=i/.;-±;+«. 

Integrazione di funzioni irrazionali. 

9. Una funzione che contenga solo dei monomi irrazionali è 
sempre integrabile, giacché, data la funzione 

\/x m = x n , 
possiamo porre 

m m 
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da cui dx = ny*- l dy , e quindi 

n _ 

Jj/a?" doc=z)y m . ny*-* dy = n J 2/*+'»- 1 . dy = 

ciò che del resto si poteva dedurre anche da considerazioni 
precedenti. 

3 

Esempio. — Sia da calcolare 1 *T"r* — V»- ^ 



J 1 + ^ 



Poniamo x = y*, da cui dto~6y*dy, e quindi, per essere 

S 3 

Ora 

y'+y' — y* _ y* — y"— y' _ 

= — i/' 4- i/ s + v 5 — i/* + y* — i + 

Allora 

|i± ! ^ <to==6 jq^i! d|f=s 

= 6 [ J-i/ 7 di/+JiA*t/+Ji/ 5 dt/+ J-v 4 dv+Jl/ , di/+J-dJ/+| I ^i!= 
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= 6 i-? + ^ + ^-^ + f- y + arctan 8 ì/ l + C = 
=— ^V 8 +yf/ 7 + 9 — -fv 5 + 2t/' — 6j/ + 6arctangy + c = 

= — -|- a*+ y #*+ x — | JÈ + 2a?* — 6a?*+6arc tango* -f e = 

3 « C • 

4 7 O 

6 

+ 6 are tang */# + e. 

10. Passiamo ora all'integrazione di differenziali contenenti il 
radicale [/oc* + ax -f &. Poniamo 

}/a;* + ax + b = x-\-z , x % -\-ax-\-ì) = x t -\-2xz + z t , , 
ax + b — 2xz + z % , a?(a — 2z) = z t — ì>, xx=L \ZXz ' 

_ V* 4 — 2&^ + ft» + (q*'--q&)(q — 2s) + q'&-- 4oòg + 4&* 1 __ 

a — 2* 

_ 1/^-2^ + y + aV-^- 2q* 3 + 2aftg + q*ò — ^ate + ^s 1 _ 

a — 2-er 



_ 1/^ + 25^ + f+aV- 2as 3 -- 2ate __ t/(a* — s* — fr) 8 _ 
a — 2s a — 2« 

as — g* — b , 

~ a — 2z ' 

(a — 20)* (a — 2s)* (a — 2z) 
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Sostituendo ad x, tfa? + ax + b, dx i loro valori per z, la 
funzione diventa razionale e quindi integrabile. 

Esempio. — Sia da calcolare | , 



'ax-\-b 

Potremo scrivere, in seguito a quanto sopra, 



f àx _f 2(qg — s 1 — b) a — 2* f 2dz 

J |/a.« + aa . + 6 — J (a-2#)« ' as-t*-b aZ — )(a-to) 

Ma dall'equazione 

aa? + 6 = 2#* + ** » ** + 2#* — (flw? + &) = , 
si ricava 

* = — a? + ^a?* + {ax + b)= — x + tfx* 4 • aoo + & , 
dunque 

11. Avendo da integrare differenziali contenenti 



V — x*-\-ax-\-ì) % 
si ponga 

f/— x* + aa? + & = )/&_#*., 

e si seguiti in maniera analoga a quella secondo cui si è pro- 
ceduto nel caso precedente. 



Esempio. — Sia da calcolare I * 

■"' * + ax + b 



f 
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Poniamo \/ — x % -\- ax -\-~b = \/b — xz, ossia 

— x* + ax + b = ()/ib — xz) 2 =b — 2)/l).xz + x*z*, 
— x % + aoD=. — 2|/& .xz-\-x*z* , — x + a = — 2\/b.z+xz* t 

x(l+z*) = a + 2/b.z 9 x = a + *^' M . 



~ 1 + * 1 ~~ 

_ ^— ri»-4a^^~4^+a'+oV+2a|/ b.M+2aVb. z*+b+2bz*+bz* _ 
~ 1+** "" 

__ >/— 2fl V& . z — 2frg* + a»*' + 2al/ft . * 3 + b + fa 4 _ 

__ j/(Vb— \/b.z* — azy _ ^b — Vb.z* — az t 

~ 1+** ~ 1 + ** ' ' 

__ 2az+4Vb.z*-2Vb-2Vb z* ^ _ 2az+2]/b.z*—2\/b ^ _ 

(T+O 5 ' ~ 0+^? ~ 

_ 2(m + ]/6.^-~]/F) ^_ -2(^~^.^--a£r) ^ 

Allora 

t> 

f da; _ f - 2(|/5 -V» . «« - a*) (1 + «') fc __ 

Jy_ a! »+ oa; + 6 J (! + *»)* Vb-Vb.*-oM 

= j^ = -2J f | 7l =-2arctang, + c.' 



Ma dall'equazione 

— x + a = — 2 fb. z + xz* , 
ossia 

xz % — 2y r b~.z + (x — a) = 0, 
si ricava 

„ _ 2 l/6±l/46— 4a:(a;-a) Vb+jb-x{x— a) Vb-hV—x^+ax+b 

z =s — = = — = ■ $ 

2x x x 

dunque 



= — 2arctang*--^- — ^^^ _j_ c# 

12. Se nel differenziale entra \/—x*-\-ax — b % si risolva 
l'equazione #' — a# + & = e siano jn, v le sue due radici. 

Poniamo (/— a?' + aa? — b = (x — jn)^, allora poiché 

a?' — a# + b = (x — fi) (x — v) , 
ossia 

— it?* + 007 — b = — (a? — jla> (a? — v) , 

^ — x*-\-ax — b = ^— (x — ili) (x — v) , 
sarà 

(x— \x)z = \/— (x— \x)(x— v), z*(x— jti) 5 = — (x— ix)(cc— v), 
**(#— m) = — (a?— v), #**— jlu , =v— x t x*(z*+i)=v + iiz\ 

V+ li*' 
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vz + H* 3 — V* — \uP (v — y)e 

~ 1+** ~~ 1 + ** ' 

^_ 2n*(l + * t )-2*(v + H*') „ 2n* + 2n* 3 ^-2v*-2ng' ^, 

ax ~ (T+l 5 ) 1 az ~ (TFTy dz ~ 

_ 2z(»-v) 

— 1+** (Um 

Poi si procede come al solito. 

Esempio. — Sia da calcolare I . 

J j/_ ** + <!*-& 

Dall'equazione #' — ax + b = si ricavano le due radici 

Allora 

f fc f *Qi-v) , (!+*') rf „ _ 

J j/Z^f^ZTft = J (1 +**)' (v - tf aJ - 

J- j^r = -f T^i = arccotangs + e . 

Ma dall'equazione ^ — x* + ax — b = {x — jli) z si ricava 



z _ V—x*+ax—b __ V— x*+ax— b __ 2]/—x*+ax-b 



dunque 






«+<**-& 



are cotang-^- — ^" + e , 
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DI alcune formule che possono facilitare la ricerca 
di integrali. 

13. Sia da calcolare lf{x + a)dx. Facciamo x + a = y f al- 
lora dx = dy, \f(x-\-à)dx = \f{y)dy. Noto quest'ultimo in- 
tegrale, si sostituisca ad y il suo valore per a e si avrà l'integrale 
richiesto. 

Esemplo i°. — Sia da calcolare l{x+a) % dx. 
Posto x -+- a = y , dx = dy , si ha 

J(« + a)»ito===Ji^^ = ^ + c=fe±^ + c. 

Esempio 2°. — Sia da calcolare J cos (a + a?) da?. 
Posto x + a = y, dx = dy, si ha 

J cos (a + #) dte = J cos ydy = sen j/ -f e = sen (a + &) + e • 

14. Sia da calcolare le?f(e?)dx. Poniamo e* = y, allora 

e?dx = dy, e quindi J eV(e*) da? = J f(v)dy» 

Noto quest'ultimo integrale si sostituisce ad y il suo valore per x 
e si ha l'integrale cercato. 

Esempio. — Sia da calcolare J e* cos e* do?. 
Poniamo e? = y, e?dx — dy, si ha 

focose* da? =Jcosydf/ = senf/ + c = sen£ r -}-c. 

15. Sia da calcolare J cos a? /"(sen a?) dx. Poniamo sena>=y, 
allora cos x dx = d y , e quindi J cos x /"(sen x)dx=[f(y)dy. 
Noto quest'ultimo integrale, si sostituisce ad f/ il suo valore 
per a e si ha l'integrale cercato. 
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Esempio. — Sia da calcolare J cos x sen* x dx. 

Posto 

sen x = y , cos #tfa? = dy , 

si ha 

J coso? sen'a?d# = j j/'tff/ = ^- + e = -55JL? + e . 

Analogamente, se sia da calcolare J sen a? /"(cosa?) da?, por- 
remo cosa? = y, da cui — senxdx= dy, e quindi 

J sen x f(cosx)dx = J — f(y)dy = — \ f(y)dy . 

Noto quest'integrale si sostituisca ad y il suo valore per a? e si 
avrà l'integrale richiesto. 
Avendo da calcolare 



JOTA^W*)*»: 



eoa 

si ponga tango? = 2/, allora 

dx , 

quindi 

J Ò~x ^ (tang x) dx = J f{y) dy ' ecc# 
Avendo da calcolare 



si ponga cotanga? = y, allora 



dx . 



sen r # 
quindi 

J — ^^f(coi8ingx)dx=:jf(y)dy ì ecc. 



Lo stesso metodo si seguirà per integrali della (òrma seguente : 
f f (are sen x) . , f /"(are cosa?) . , m , 

J /-(are tang x) —^ , J ftarc cota ng a?) j-^L f 

f /"(are sec a?) — . , f f (are cosec x) — . . 

J xy x 1 — 1 J «yar — 1 



16. Sia da calcolare f f{l . a?) 
Poniamo l.x = y, allora 



a? 



Noto quest'integrale, si sostituisca ad y il suo valore per x e 
si avrà l'integrale richiesto. 

dx 
Esempio. — Sia da calcolare feos (l . x) — . 



Posto 



dx 
l.x = y , — = dy, 



sarà 

f cos {l . a?) ~ = f cos y dy = sen y + e = sen (/ . x) + e . 

17. Sia invece da calcolare $ f(e*)dx. 
Poniamo e? = y, allora 

<?dx = dy y dx = ^ = d f f jf^)dx = jf(y)f. 

Noto quest'integrale, si sostituisca ad y il suo valore per x e 
si conoscerà così anche l'integrale cercato. 
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18. Avendo da calcolare J /"(seri a?) da?, si faccia seno? = y f 
allora 

cosxdx = dy , dx = — ^- = ^ = , , 

coso: ±1/1- sen'tf ±j/l — y s 



Jf(sen#)da? = J /"(*/) 



dy 



±Vl-y* 



Si calcoli quest'integrale, sì sostituisca ad y il suo valore per x 
e si avrà l'integrale cercato. 

Analogamente per )f(cosx)dx, facendo cosa? = 2/, cioè 

— senxdx = dy , dx = — = =JL== =— ;t-t^==, 

sena? ±H — cos^ =F]/l— y* 

si avrà 

Jf(cos#)<to = -J f(y) --^= Tì ecc. 

19. Si abbia da calcolare J/*(sen&, cosa?)^#« 
Si ponga tang-r- = y, da cui 

dx 



2cos'j 



= d#, 



-^""l+tan^l-l+y 8 ' 



sena? = 2 sen -|-co8-|- = 2 tang ^-cos'y = 2i/cos* -|-= 



2 „ 1 2y _ 2y 



AcqoiBONi, Calcolo intégrali. 
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cosa? = cos'-g- — sen' y = 2008* y — 1 = — ^ 1 = 

co **f 
2 . _ 2 ,_ 2 — 1 — y' _ l— y* 



l+tang*| 

Allora 

Si calcoli quest'integrale, si sostituisca ad y il suo valore in fun- 
zione di x e si avrà per tal modo l'integrale richiesto. 

20. Riportiamo qui sotto alcuni integrali che sono d'uso piut- 
tosto comune. 

1. J sena? cosa? da?. Applicando quanto si è detto al para- 
grafo 15, si ponga senx = y> allora cosxdx — dy, e quindi 

Ì8Qnxcosocdx = [ydy = Y + c~^^ + c. ' 



2. Jtanga?da?. Si sa che* tanga? = ^5^, dunque 

[tmga;dx = l s ^d.x = -[*^ = 
J ° J cosa * eoa* 

= — J.cosa? + C = /. \-C. 

cosa: ' 

3. Jcotanga?da?. Si sa che cotanga? = ? ^, dunque 

fcotango?^=f^^rfa;=f^Hf = :^ S en^ + c. 

J ° J sena? J aenx 

Jsenwcos* l wa»eo«» J tango; J tenga; 6 ' 
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d 



5. -=- = 7 . = — 1-^= (vedi al caso 



fax _ r dx _ r 
«* j2 B en|co8| J 

precedente) = l . tang ^ + c. 



6. f . Ricordiamo che 

J COBX 



sen-g cos^- 



sen (45o — y)cos(45«-|) = 

=(a— *-à— t)-G4— t+À— *)- 

1/ # a? \ / a?. a? \ 

= Tl C0S T~ sen ¥) («>s T +sen T ) = 

1/ , X , X \ 1 



dunque 



J cos * J 2sen(«--y) cos(45"-j) J ■en(45--f ) cos(45«— |) 
= (vedi al caso numero 2) = — l . tang (45° — 4r) + e = 



tang(45«-|) 



Degli integrali definiti. 

21. Quando si sia calcolato un integrale indefinito è facile ri- 
cavarne il valore in corrispondenza a particolari valori della va- 
riabile indipendente. Poniamo di aver calcolato i valori che 
assume l'integrale quando alla variabile indipendente siano stati 
dati i valori a e & e facciamo la differenza fra il secondo va- 
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lore ed il primo; questa differenza è quella che noi diciamo il 
valore dell'integrale definito fra i due limiti a e b. Ad indicare 

un integrale definito fra due limiti a e & si usa la notazione J fl . 
Per calcolare il valore di un integrale definito basta calcolare 
Tintegrale indefinito e procedere poi come si è detto qui innanzi. 

Esempio r. — Sia da calcolare ft&dx. 

W=f+c ; j>=[f + *]-[f + c]=V 8 =4- 

( l dx 

Esempio 3*. — Sia da calcolare fr cosa? dx. 

(coso? do? = sena? -f e ; 
(TCoea?d#= Isen ~ + e] — fsenO° + ci = sen y = 1 

Esempio 4°. — Sia da calcolare 1^ cosxdx. 
[cosxdx = senx + c ; 

cosxdx — [sen ^ + ci — [seny + ci = — 1 — i = — 2 . 

1°° dx 

f j^ = are tango? + c ; 



i 
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f j~-3 =5 [are tangoo -f e] — [are tangO* + e] = 

= are tangoo — are tangO # = y . 

Esempio 6° — Sia da calcolare f . 

J , — = are sena? + e ; 

. == [are seni + e] — [are seno + e] = 
oyl — ir 1 

= are seni — are senO = y . 

22. Della costante arbitraria potendo sempre disporre a pia- 
cere, possiamo sempre (come abbiam fatto) ritenere che essa 
abbia un valore determinato e ; in tale ipotesi se è 



sarà 

Analogamente 

dunque 



\f{x)dx = y(x) ì 
J!/Xa0«te = <p.(&) — <p(a). 
fcf{x)dx = (p(b) — cp(a), 



cioè si può invertire l'ordine dei limiti di un integrale definito, 
purché se ne cambi il segno. 

23. Se e è un valore compreso fra a e & si avrà 
Ff(a?)cto = <p(c) — <p(a) , ff(a)dn = q>(&) — <p(c) , 
quindi 



f a t\a;)dx-\- J* f(x)dx = <p(c) — <p(a) + <p(&) — <p(c) = 
= <p(6) — <p(a)= [ h f{x)dx. 

va 

Nel caso in cui f(x) diventa infinito per # = &, si definisce 

\f(x)dx come il limite di \ f(x)dx, 

quando € tende a zero. 
Nel caso in cui f(x) diventa infinito per x = a, si definisce 

Jf(x)dx come il limite di f f(x)dx, 

quando € tende a zero. 

Finalmente, se per un valore e compreso fra a e & la f{x) 
diventa infinita o discontinua, si pone, per definizione, 

I f(x) dx = lim f ~V(# ) dx + lim | f(x) dx , 

Ja Ja Jc-\-7j 

quando € ed r) tendono a zero. 

Differenziazione e integrazione sotto il segno. 

24. Sia u = $ a f(x)dx = q>(b) — cp(a). Differenziando, rispetto 
ad a e &, si ricava 

Ma la derivata di q>(x) è (per definizione) f(x) % dunque 

Se a e & sono funzioni di una certa variabile t indipendente 
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da x 9 il differenziale totale di u 9 considerato come funzione della 
variabile indipendente t, sarà 

du = ^da + ^db = — f(a)da + f(b)db. 

25. Sia u = ) a f{x 9 t)dx. Se a e & sono indipendenti da t, sarà 

u + &u = fj(x 9 t + At)dx 9 
da cui 

Aw = \j(x 9 t + &t)dx — fj(x , t)dx = 

= lllf(x 9 t + M)-f(x 9 t))dx. 

Allora 

A " = f* f(x,t + At)-f(x,t) - 
A* J a A* ' 

e passando al limite per At = , 

ar J a oc 



Se a e & dipendono da £, il differenziale totale di u rispetto 
a t sarà 

=— f(a, Qdte + f(M)4& + <**{* ^J^tte. 

26. Sia u = Sf(x,t)dx, dove £ non dipende da x. Potremo 
scrivere 

dove qi(f) è una funzione arbitraria di t. Allora, differenziando 
rispetto a t e nell'ipotesi che a come # sia indipendente da t 9 
avremo 
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od anche 

S =£*&**. 

perchè ip'(£) non contiene x. 

27. Sia ora \dy\j{x,y)dx, dico che è 

\dyl\f{x t y)doo = l\dx\f(x f y)dy. 
Infatti 

ed integrando, rispetto ad y, 

ildxif(x 9 y)dy==jdyfj(x f y)dx. 

Condizioni di integrabilità delle funzioni. 

28. Un differenziale relativo ad una sola variabile si può 
sempre integrare. Infatti, data la funzione y = f(x), si costruisca 
la curva che ha per equazione y = f(x) rispetto ad un sistema 




di assi rettangolari nel piano. L'area CAMP, corrispondente al- 
l'ascissa Ossa OA. ed all'ascissa mobile OM, è una funzione di oc. 
Nel calcolo differenziale si dimostra che il differenziale di quel- 
l'area è appunto f(x)dx, dunque l'area detta è ff(x)dx. 
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29. Sia ora una funzione di due variabili f(oc,y), avremo 

. du . , du . 



-du . du 
dx dy 



ossia, ponendo 



dy dx 



., du KT du 

M = <S ■ N= Sy' 



dy dx ' 

Se dunque esiste la funzione u, deve essere verificata la condi- 
zione precedente. 

Supponiamo ora verificata questa condizione e dimostriamo 
che si può sempre trovare una funzione u di x, y, il cui diffe- 
renziale totale sia Mdx + Ndy. Poniamo 

u=JMdoc-\-\v(y), 
e deriviamo, rispetto ad y, si avrà 

du djìldx , d\y(y) 



ma deve essere 








dunque 






dy dy 



Il secondo membro, come il primo, non dovendo contenere x, 
sarà 



dx —u ' 
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cioè 

<*N _ d d*T ___ d *T _ dìi . 
dx dx dy dy ' 

se anche questa seconda condizione è verificata, esisterà la fun- 
zione ip(i/) e sarà 



YÙ^N-^)*, 



cioè 



«=jM^+J(N-^) dy 



30. Nel caso di più variabili procederemo come pel caso par- 
ticolare di tre, del quale veniamo subito a trattare. 
Se si ha u = f(x, y, z) è 





s™^ 


dy"*^ dz "* — ™* 


* t x,t ** ~ 


* t **> 


se si pone 










du 
dx 


_, du „ du 


= P. 




Ora 










, du 
dy 
dx 


dx 
~~~ dy 


, du , rfu 
d* do; 

do; — efe » 


, du 

d sr 

dy 


, du 

d* 


ossia 












dx ~ 


dM dP __ dM dP 
dy ' da? cfo ' dy 


dN 

~ dz' 





Se dunque esiste la funzione u devono essere verificate le tre 
condizioni ultimamente poste. 

Reciprocamente se queste condizioni sono verificate esiste una 
funzione u che avrà per differenziale totale 

du = Meta? + Ndy + Pdz. 
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Poniamo intanto 

u = JMrfo? + <P(l/>*)- 



Se 



«- - M * * - p ' 



sarà 

<*JM<*c , <ftp(y,*) __ j- djìidx , cftp(y,g) __ p 
dy "*" dy — *' dz "T" (fe — r ' 

ossia 

<*P(y>*) _ N dJMtfa; d<p(y,*) __ p dJMds 
dy ~ * dy ' dz ~~ dz ' 

Poiché q>(y,z) non contiene x sarà 

d **M d j N <*/**<** | 

di/ i dv ' 



dy _ i dy i _ dN_ _ dM __ 

dx dx dx dy 

fr(y,*) ,j p djì&dx j 



0, 



dz 


(* dz 


1 dP 


dM 


dx 


dx 


dx 


dz 


ossia 

dN 
dx 


- dy> 


dP _ dM 
dx dz 




Inoltre dovrà essere 








d 


dy _ 


d dtyiy.z) 
dz 





o, 



dz dy 



ossia 



ds dy 



, dJMda? dJMda? 

dN dy _ dP d dg 

d* d* rfy dy 
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cioè 

dS _ dP 

dz dy 

per essere 

d d[_ Md* djìidx 

dy dz 



dt dy 

Se questa condizione e le altre due sono verificate sussiste una 
funzione <p (y, z) che ha per differenziale totale 

[«-^•+[p-^]* 

e sarà 

.<M = J[»-iSt]*+J[p-i£fe]« 

e quindi 

— Jiiii, + J[«_iX»l]* + J[p_4I*j* 

Equazioni differenziali. 

31. Si dice equazione differenziale di n mo ordine una relazione 
fra una variabile, una sua funzione e le derivate di questa di 
grado non superiore all' n mo . 

Un'equazione differenziale di primo ordine avrà dunque la 
forma 



fh*l) = o. 



L'integrazione di tali equazioni si opera immediatamente se 
è possibile ridurle alla forma 

<p (#)<&? = y(y)dy 



— 46 — 

dove 9(4?) e y(y) sono rispettivamente funzioni della sola x e 
della sola y. Allora si ha 

] q>(x) dx = J qi (y) dy + e. 

Esempio i°. — Data l'equazione differenziale 

x*dx + cos ydy = 

ossia 

a^tfo? = — cos ydy, 

integrando si ha 

f oc?dx = -Q- = J — cos j/dy + e = — sen y + c 

e quindi 

-y + sen y = e. 

Esempio &>. — Sia l'equazione differenziale del primo ordine 
, mx dx + w l. ndy = 

ossia 

mx dx = — nvl.ndy, 



V& + 1 
integrando si ha 

f 7—^= Me = J m(x* + ìflxdx =\rn\ (x* + if* <*(#*+!)= 

= m (x*+i)i = m [/#* + ! = l — rvl.ndy + e = 
= -l.nf- n + c = — r# + c, 
ossia 



m 



J/tf'+i + n* = e. 
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Esemplo 3° — Sia l'equazione 

—^=dx p— dy = 

ossia 

dx 2ydy 

j/o 5 ^ — y* - « ' 
Integrando si ha 



f - (f )' 



= J^fe^ + « = «•(»■-«) + €, 

ossia 

arcsen (* \ _ /.(y«_ a ) + c = 0. 

32. Vediamo ora come si possa in alcuni casi ridurre un'equa- 
zione differenziale del primo ordine alla forma 

q>(cc)dx + \y(y)dy = 0. 
1° Sia l'equazione differenziale 

<${y)dx + y(x)dy = 0, 

dividendo per 

q>(l/)ip(#) 
si ha 

1*- -4- 4L = 
vW ■ <p(y) 

equazione che si può integrare. 
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Esempio. — Sia l'equazione ydx + xdy = 0, dividendo 
per xy si ha 

x l y 
ossia 

dunque 

l .x + l .y = e. 

2° Sia un'equazione differenziale del primo ordine della forma 

f(x)q>(y) dx + y (x) Q(y) dy = 0, 

dividiamo per q>(|/)ip(#) e si otterrà 

f(x)dx _^_ Q{y)dy _ Q 
V (*) ' <P W 

equazione dove le variabili sono separate. 

Esempio. — Sia l'equazione differenziale del primo ordine 

x 9 cos* ydx — (# 4 + a) sen ydy = 0, 

ossia, dividendo per {x k -j- a) cos 2 y, 

x*dx [ sen yrfy ~ x*dx sen y<fy 

a? 4 -f- a cos 8 y ' x* -\- a cos'y ' 

integrando si ha 

[vedi al paragrafo 3] sec y + e, 



-T- 1 . (x A + a) — sec y = e. 
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3° Sia un'equazione differenziale del primo ordine della forma 

q>(a?, y) dx + y(x 9 y)dy = 0, 

dove le due funzioni q>(x,y) e ip (x,y) sono omogenee di gradò n 
rispetto ad x e ad y, tali cioè che si può scrivere 

cp(a?,i/) = a-(p l (-*-), 111(^,1/) = ^-^ (j). 

L'equazione differenziale data allora si può scrivere 

ossia, dividendo per ar y 

Poniamo - = s e quindi tfy = zdx + #d*, sarà 

q> 4 (*) da? + Vi (*) (zdx + d%te) = 

<to [<Pi (*) + * Vi (*)] + # Vi(*)dfr = 

e dividendo per xfa^z) + z^ t (z)] 

dx , Wi(g) dz _ Q 

* <p*M + *viM 

ed integrando 

1 J <Pi(*J + «Vi(«) 

nella quale f — r^r — j^- è sempre calcolabile. 
* J <PiM + *viW K 

Esempio. — Sia l'equazione differenziale 

(Aaa?y + 2tot/ 8 ) da? + (ax* + Sto V) <*!/ = 0, 
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ossia 

x* (4a v - + 1b £) dx + x* (a + 36 £) dy = 

..I 4a l-+ 26 (J) 3 ] to +L a+36 (*) , J dy=0 ' 

dalla quale ponendo - = z e quindi dy = zdx -|- #rfs si ricadi 

(Aaz + 2ta 3 ) <to -f- (a + 3&s*) (sda? -f arcte) = 0, 

[4a* + 2bz* + z (a + 3&* 1 )] do? -f- [a + 3bz*] xdz = & 

Dividiamo per # [4a* -(- 2bz* -\- z(a -\- 3bz*)] otterremo 

dx j a + 3&s* . ~ 

a: "^ 4as + 2bz* + z (a + 36s 2 ) ~~ 

ed integrando 

1 J 4az + 2bz s -\-z(a \-3bz % ) J baz + bbsr 

Ora 



dunque 



^a? + ^ /.(a* + te 3 ) = c, 



od anche 

5 



/ . x + / . |/as + te 3 = e, / . x )/az + ta s = e, 
da cui, ricordando che è z = £ , 

X 

6 
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Equazioni lineari. 

33. Si chiama equazione lineare di primo ordine un'equazione 
che si può ridurre alla forma ■— -f- Py = Q, essendo P e Q fun- 
zioni della sola x. Per integrarla poniamo y = uz> Qioè 

dy = udz + *du, 

allora l'equazione precedente diventa 

«£ + »{£+*•)=* 

Dei due fattori u e z uno è arbitrario, poniamo che sia u tale 
da soddisfare la condizione 

allora l'equazione differenziale precedente diventa 
(2) u*=Q. 



Ma dalla (1) si ha 



— = — PdX 
u 



ed, integrando rispetto ad x t 

l. u = — f Pdx + e, u =.e-!*** + e, 
dunque la (2) diventa 

£ = * = <*"*•. 

e quindi si ha 

z =; $Qei ?dx dx + q, 

dove l'integrale è calcolabile. 
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Esemplo. — Sia l'equazione differenziale 

£ + » = «•. 

dove 

P = 1, Q = oó>, 

allora 

z = la? el**dx-\-c = l<x? e*dx + c = J x z der + c — 

= [integrando per parti] a? e* — J Se* x t dx + e = 

= ate* — f 3x t de g = a?& — [Zx % efi — /Base* da?] + e = 

= a?V — 3#V + 6 Joafe* = # 3 e* — 3a?V + 6 [a?e* — le?dx] + 

+ e = a? 8 e« — 3a?V + 6a?e* — 6e* + e, 

j/ = ws = e-* j a?& — 3x*e* + 6a?e* — 6e* + e j = 
= a>* — &&*-}-6a? — 6 + c. 

34. In generale ai dicono equazioni differenziali lineari quelle 
che si possono ridurre alla forma 

dove P, Q, ..., T, U, V rappresentano funzioni della sola variabile or. 
Nel caso in cui sia V = allora l'equazione precedente si 
riduce all'altra 

»g + 'Si + «3 + •■- + *I + % = «. 

È fàcile mostrare che se esistono n funzioni particolari y i9 
y v , y n che soddisfano l'equazione precedente, essa è soddi- 
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sfatta anche dalla funzione c t y i + c t y* + + c« y% = v , 

dove c v c„ ..., Cn sono delle costanti arbitrarie. 
Infatti derivando successivamente si ha 






<*F + C * cte- + c * <**- + + Cn d*r' 

Sostituendo questi valori nell'equazione differenziale (1) si 
ricava 

«• ( 2> +•••+ t è + D ».)+ *(!£+-+ T '-£ + ».) +••■ 
...+*(5S.+...+Tt +w .)-« 

dove per ipotesi ciascuno dei fattori contenuti in parentesi si 
annulla. 

Dunque un'equazione lineare senza secondo membro ha per 

integrale generale y = c x y x + c t y t + + Cn V*, dove 

c 4 , c 2 , . . . , Cu sono costanti ed y ì% y t , y n sono funzioni di x 

soddisfacenti all'equazione (1). 

Ponendo nella (i) y = e 1 "*, e quindi 

% = me», %=m*e^ g = «*«-,■ 

si ottiene 

e mx ( m n _|_ p m n-l _|_ -(- Tm + U) = 0, 
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equazione soddisfatta da tutte le n radici dell'equazione 

m" + Pm»- 1 + ....+ Tm + U = 0, 

radici che indicheremo con m it m v , m*. 

Se le radici sono tutte reali e disuguali allora avremo n in- 
tegrali particolari dell'equazione differenziale data, e precisa- 
mente ew, e 1 "**, , e m * x , l'integrale generale sarà dunque 

y = C| &»& + c 2 &»* + + On e m **. 

Esempio. — Sia l'equazione differenziale lineare di secondo 
ordine (senza secondo membro) 

g + 3|-.0» = 0. 
Ponendo y = e" 1 *, -jr = me™, t^ = m'e™*, dunque 

ax ax 

e™ (m ! + 3m — 10) = 0. 
Risolve l'equazione m* + 3m — 10 = 0, che ha le due radici 

m i — g — 2 _ ^. 

_ _3-V9 + 4Q- _ -3-7 
m f — g — g — — D. 

Gli integrali particolari sono 

e quindi l'integrale generale sarà 

^ e 231 + Cte-s*. 



PARTE SECONDA 
Applicazioni 



a) Quadratura, delle superficie piane. 

35. Data una linea piana y = f(x) riferita ad un sistema di 
assi ortogonali si ricava, nel calcolo differenziale che il diffe- 
renziale f(x)dx è il differenziale dell'area racchiusa fra la linea 
data, Tasse delle ascisse e due ordinate, una fissa e l'altra mo- 
bile. Allora il valore dt quest'area sarà dato in generale da 
J f(x) dx, in particolare da un integrale definito della forma pre- 
cedente, come vedremo negli esempi che seguono. 

Esempio i°. — Trovare l'area del circolo» 
L'equazione del circolo riferito a due diametri fra loro per- 
pendicolari è x % + V* = &\ se Con a si indica il raggio. Risol- 
vendo la precedente equazione rispetto ad y si ottiene y = ^c£—x % 

e quindi l'area di un quadrante di circolo sari data da j£ |/a*— a?' dx. 
Ora integrando per parti si ottiene 

f ]/ a % — x % .dx = x )/à*—x* + f **** . . 

Ma 

f x*dx _ f (*'+«*— <?>dx _ f a*dx _ C a k — x % __ 

J Vtf—^ ~ J V^~x^ ~ J V^T^ J \Za*-=tf ~" 

= a 2 arc sen f -ì — J \^a % — x % dx, 



— 56 — 
quindi 

j /à 1 — oPésa . = a tfa* — x % + a z are sen /- j — J tfà}—x % dx, 
2[^a % ~&4x = xV<P— & % + a* arcsen (|J , 
$t/a*— x* dx=^ ^a A — a? + -—**& seni ^-j +c 
ed integrando fra i limiti ed a 

jy*=ssto = o + -f . f = ! «*. 

Dunque l'area dell'intiero circolo sarà ira 1 . 

Esempio 2°. — Trovare l'area di un segmento parabolico 
compreso fra la curva ed una corda perpendicolare all'asse. 

L'equazione della parabola riferita al suo asse (preso come 
asse delle ascisse) ed alla perpendicolare condotta all'asse per il 
vertice della parabola è y % = 4px, se con p si indica la distanza 
fra il vertice della parabola ed il suo fuoco. Dall'equazione prece- 
dente si ricava y = ^Apx = 2^px e quindi l'area richiesta 
sarà in generale 

ItWpx-doc = 2$\/pxdx = 2/iTJo /xdx* 
Ricordiamo ora che 

dar = — \TxdXy 



dunque 
od anche 
dunque 



[" \Hc. dX = -r- X* 
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ossia l'area cercata è misurata da 

cioè l'area di un segmento parabolico è equivalente ai due terzi 
del rettangolo che gli è circoscritto. 

Esempio 3°. — Trovare l'area dell'ellisse. 
L'equazione dell'ellisse riferita ai suoi assi è 

a* y % + b l x* = a 1 &', 

dove a è il semiasse maggiore (asse delle x) e ì> il semiasse 
minore. Da questa si ricava 

y = A ^dy^x*. 
L'area del quadrante di ellisse sarà data da 

f ± fa* — x* . dx = ±[ a \/a*-x*. dx. 

Jo a a Jo 

Abbiamo visto (all'esempio i° precedente) 

J \/a % — (x*dx = ^-i/^~T^t + * are sen (-j), 
dunque sarà 

Jo a a ( 2 2 ) 4a 4 

L'area dell'ellisse sarà 4 . ^- = izdb. 

4 

Esempio 4°. — Trovare l'area di un segmento iperbolico 
compreso fra la curva ed una corda perpendicolare all'asse. 
L'equazione dell'iperbole riferita all'asse (preso come asse delle 
ascisse) ed alla perpendicolare all'asse passante per il centro 
dell'iperbole è 

— a V + à*x* = a 8 & f , 
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se con 2a si indica la distanza fra i vertici e con b il secondo 
cateto di un triangolo rettangolo che ha per primo cateto a e 
per ipotenusa la distanza fra il centro dell'iperbole ed i fuochi. 
Dall'equazione data si ricava 

y — A p/flt _ a \ 

a 
allora l'area cercata sarà data da 

r ^^x t — a % .dx = — (V^ — a*, dee. 

ha 1 ah 

Per calcolare 

J /oc 2 — a*.dx 

incominciamo ad integrare per parti, allora 

J \/ti*=tfdx=oc \fx* -a*- f t^- - 
Ma 

J x*dx r (ag'-j-a 1 — a*) dx r a*dx. . r x* — a* - 

= ^1^5 + 1»^=^^ 

dunque 

J \f x l — a*dx = x )/#»— q'-q'f ** — J )/l&~à* ^, 
ossia 

Dal paragrafo 10 si ricava 
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dunque sarà analogamente 



f^5 = -'[«±^-- , ] + * 

Allora 
J /a?» - a 1 . dx — ^ \/x l — a % + jl\a± f/^^1 + C 

± { fa* — a*dx = g. ]/a? - a* + y ' [# ± * / ^~^ 5 ] 



2a 



&J Rettificazione delle curve piane. 

36. Sappiamo dal calcolo differenziale che il differenziale ds 
dell'arco è dato da \Zdx f + dy*, se y = f(x) è l'equazione della 
curva. Allora la lunghezza di un arco è data 

calcolato entro limiti opportuni, come vedremo negli esempi che 
seguono. 

Esempio i°. — Cerchiamo la lunghezza della circonferenza 
di un circolo. 

L'equazione del cerchio riferito a due diametri perpendico- 
lari è 

x % + y* = a f , 

da cui 

y =/&=&, dy = -^^ 9 & = -=£=. 
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La lunghezza di un quarto di circolo sarò data allora da 



air 



In conseguenza la circonferenza del circolo sarà 

Esempio 2°. — Calcolare la lunghezza di un arco di pa- 
rabola. 

L'equazione della parabola riferita all'asse ed alla perpendi- 
colare all'asse passante pel vertice è 

y* = \px, 
da cui _ 

L'arco di parabola Bara dato allora da 

per la cui integrazione vedi nella parte prima. 
Ma si può scrivere anche 

e quindi essendo j/* = Apx 9 cioè 

sarà 

l'arco richiesto. Ora 



J!J/ i +£*=iE»w*«'' 
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resta dunque da calcolare 

Integriamo per parti 



Per calcolare 



poniamo 

Ap % + y* = u*, allora 

2ydy = 2udu, dy = — , 



poiché 



y = ^u* — 4p f , dy = 



utfu 



Allora 

= | Kt^ip* + ^ ' • [« ± fa— 4p'] + C = 



= VV 2 +y ' 1/ + W l. [y + Vip* + y*] + e. 
Finalmente sarà 

= il vJ ^ ±t - m . [y + ^4p» + y'] + 2pi.2p\ + c = 
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perchè essendo e arbitraria la possiamo prendere in modo che 
soddisfi l'equazione 2pl . 2p + e = 0. 

cj Superficie dei solidi di rivoluzione. 

37. Sia una curva piana qualsiasi la cui equazione rappresen- 
teremo con y = f(x). Se la curva ruota intorno all'asse delle 
ascisse l'area da essa generata si può imaginare come il limite 
a cui tende la somma delle superficie laterali dei tronchi di cono 
che nella stessa rotazione si otterrebbero imaginando inscritto 
nella curva un contorno poligonale (quando aumenta indefinita- 
mente il numero dei lati di tale contorno). Due vertici conse- 
cutivi del contorno poligonale avranno le coordinate (x,y) e 
(co + &x, y + Ay), la superficie generata dal lato che li unisce 
sarà minore dell'area generata, ruotando come al solito, da un 
rettangolo avente l'altezza y -f Ay ed una base arbitraria, 
mentre sarà maggiore dell'area generata nella solita rotazione 
da un rettangolo avente l'altezza y e base arbitraria. Potremo 
dunque scrivere indicando con M il punto di coordinate (x, y) 
e con N l'altro 

2ity • oc x < sup. generata da MN < 2tt (y -f- Ay) x % 

dove con x t e x t abbiamo indicato le basi arbitrarie dei due 
rettangoli. La stessa . disuguaglianza vale se si faccia x i = x % 
ed eguale all'arco infinitesimo compreso fra M ed N. Indichiamo 
quest'arco con As, allora 

2-nyùkS < sup. generata da MN < 2tt (y + &y) As. 

Ma per MN = il limite delle due quantità estreme è 2nyds, 
dunque indicando con dk. il differenziale dell'area generata nel- 
l'anzidetta rotazione sarà 



dk = 2rcyds = 2ny J/l + (g j* dx, 
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6 quindi l'area si troverà calcolando 

entro opportuni limiti, come vedremo negli esempi che seguono. 

Esempio 1°. — Calcolare la superficie di una sfera. 
Una sfera si può imaginare generata da un circolo ruotante 
intorno ad un diametro (preso come asse delle x\ e la cui equa- 
zione (se come asse delle y si prende il diametro perpendicolare 
al primo) è x % + y % = a*, da cui 



y = \/a* — x % , dy = — 



xdx 



dunque l'area di mezza sfera si avrà cercando 

2* j^i + ir ^ r . fa*-** <& = 2nf Q adx = 
= 2tw j* d x = 2TO0 1 , 

dunque l'intiera superficie sferica sarà 2na* . 2 = ina*. 

Esempio 2°. — Trovare la superficie di un'ellissoide di ri- 
voluzione. 
Tenendo a mente le avvertenze del paragrafo 35 sarà 

aV + && = a 1 » 1 
l'equazione dell'ellisse, da cui 

b t /~z o . b xdx 

y = - Va*—x\ dy = — - , 

a a yx^ — à 1 

f + [d^ì ~ ì 1+ a*(a*-x*) — f a*(a'-*') ' 
la superficie di mezzo ellissoide sarà data dunque da 
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Poniamo 
sarà 



4 ft 1 1 

1 — - 4 = e 1 

a* 



Ma al paragrafo 35 abbiamo visto 
sarà dunque 



e quindi 

= nì)e\ e -Y — x * + — are sen e = 
= irfta Jg|/-i — i -f- -1 are sene { = ir6af ^4=? + arc gen 'j. 

L'intiera superficie rotonda dell'ellissoide di rivoluzione sarà 
dunque 
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d) Cubatura dei solidi di rivoluzione. 

38. Ricordando le avvertenze del paragrafo precedente si potrà 
scrivere izy* Ax < voi. generato da MN < rc (y -\- A|/) f Aa?. 

Detto rfV il differenziale del volume è allora dV = ny*dx, 

e quindi il volarne di un solido di rivoluzione si avrà calcolando 

. entro opportuni limiti fny*dx 9 come si vede negli esempi qui sotto. 

Esempio i°. — Calcolare il volume della sfera. 
Valgano tutte le osservazioni fatte al paragrafo 35. Per avere 
il volume di mezza sfera basta calcolare 

n (° y l dx = tt f (a* — a? 1 ) eta? = tt f a*dx — tt f x % da) = 



■«(A- 



8 f 

quindi il volume di tutta la sfera sarà 

2iro» 4 _. 
2 '-fT = 8™' 

Esempio 2°. — Calcolare il volume dell'ellissoide di rivo- 
luzione. 

Valgono tutte le avvertenze del paragrafo precedente. In tal 
caso essendo 

y a» 

dovremo calcolare (per avere il volume di mezzo ellissoide) 
ed il volume totale dell'ellissoide sarà dunque 
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